
 سرعت زاویه ای

عت محاسبه سر تیاست. با توجه به اهم دهیاثبات رسه ب یهر نوع منحن یبر رو یا هیمقاله فرمول سرعت زاو نیدر ا

ات و عدم وجود رابطه اثب یکینامید یها ستمیفضا، س-، هوا کینامید کیمکان رینظ یاکثر علوم کاربرد در یا هیزاو

 یرابطه ا یتسیبا یکینامید یها ستمیس یساز نهیبه یراحکه به منظور ط گرددیاحساس م ازین نی، ا نهیزم نیشده در ا

 دیحالت ممکن اثبات نما نیر را در ساده تربر آن دارد که رابطه مورد نظ یمقاله سع نیمستدل ارائه گردد. ا

 یا هیسرعت زاوواژه های کلیدی: 

 

 مقدمه 

 هیآمده است : زاو طور نیا یا هیسرعت زاو فیتعر کینامید کی: در کتب مکان یهر منحن یبر رو یا هیسرعت زاو

 انیعبارت است از راد یا هینامند و واحد سرعت زاو یم یا هیسرعت زاو د،ینما یم یکه متحرک در واحد زمان ط یا

 (Rad/Sec) هیبر ثان

 V=R.ωعبارت است از :  یا هیسرعت زاو فرمول

( ω( شعاع دوران حول محور دوران و )Rو ) یمنحن یبر رو ی( عبارت است از سرعت خطVدر فرمول فوق ) که

 متحرک. یا هیسرعت زاو

 باز(. ابتدا سرعت یبسته و منحن ی)منحن میینما یم یرا بررس یهر نوع منحن یبر رو یا هیمقاله سرعت زاو نیا در

 یم جیمشخصه موجود بوده که را یبسته دو شکل هندس یدر منحن م،یینما یم یبسته را بررس یمنحن یبر رو یا هیزاو

 باشد.

 یامل ممتصل نشود را ش گریکدیآن به  یکه ابتدا و انتها یباز هر نوع منحن ی. و در منحنیضیب یگریو د رهیدا یکی

 شود.

  رهینخست در دا م،یینما یم یبسته را بررس یدر آغاز، منحن نکیا

 شود یشامل دو بخش م رهیدر دا یا هیسرعت زاو

 ثابت  یبا سرعت خط رهیدر دا یا هی: سرعت زاوالف

بت ثا زین یا هیباشد لذا سرعت زاو یثابت م زی( نR) رهیثابت بوده و شعاع دا رهی( در داV) یسرعت خط نکهیبه ا نظر

 V=R.ω                       خواهد بود

 خواهد بود. ω= V/R =cte یمساو یزمان یشده در واحدها یط یایتمام زوا نیبنابرا

 ( :ریثابت )متغ ریغ یبا سرعت خط رهیدر دا یا هیب: سرعت زاو



ثابت  ریغ یا هیت زاو( ثابت است لذا سرعR) رهیشعاع دا یباشد ول یثابت نم رهی( در داV) یسرعت خط نکهیبه ا نظر

 داشت :  میخواه نیخواهد بود، بنابرا

𝑹 = 𝒎 (متر) شعاع دایره 

𝛚 =
𝑽

𝐑
 𝐑𝐚𝐝

𝐬𝐞𝐜⁄  

𝑽 = 𝒎
𝒔𝒆𝒄⁄  (متر بر ثانیه) سرعت خطی 

𝑽 = 𝑹 ∗  𝝎  

𝒅𝑽 = 𝑹 ∗ 𝒅 𝝎 

 

 یعنینموده  ید زمان ط( را در واحB( تا نقطه )Aنمود که متحرک از نقطه ) انیتوان ب یم( 1با توجه به شکل ) نکیا

 (.β) هیزاو یعنینموده است  یط یگری( را در واحد زمان دC( تا نقطه )B( و از نقطه )α) هیزاو

 نخواهد بود. ی( مساوβ) هی( با زاوα) هیزاو

 یاندر هر واحد زم یعنینخواهد بود  یمساو یزمان یشده در واحدها یط یایگرفت که تمام زوا جهیتوان نت یم نیبنابرا

 خواهد داشت. یسرعت خط راتییبه تغ یخواهد نمود که بستگ یط یا هیاوز

 : یضیدر ب یا هیسرعت زاو

ثابت  یا هیسرعت زاو یکه دارا دیحرکت نما یو متحرک طور میریرا محور دوران در نظر بگ یضیمرکز ب چنانچه

 توان فرمول یباشد م

𝑽 = 𝑹 ∗  𝝎  
 نمود: یباشد بررس یم ریمتغ یرا با توجه به انکه شعاع دوران و سرعت خط 

dV = R * dω + ω.dR = 0 + ω.dR 

 با توجه به شکل  یشده با هم برابر هستند ول یط یای( زوا2شکل ) مطابق

 .است شعاع دوران متناسب راتییبا تغ یسرعت خط راتییگرفت که تغ جهیتوان نت یم

 رسد. یبه اثبات م یا هیول سرعت زاوو فرم میینما یم یباز بررس یمنحن یرا بر رو یا هیسرعت زاو نکیا



 

 1شکل شماره 

 

 2شکل شماره 

 

( تا Aاز نقطه ) یمنحن یمتحرک بر رو یعنی باشدی( مγ) دینمایم یکه متحرک در واحد زمان ط یا هیمقاله زاو نیا در

 .باشدی ( مγمان برابر )شده در واحد ز یط هیزاو نی. بنابراباشدی( مγ) هینموده همان زاو ی( را در واحد زمان طBنقطه )

 (3)مطابق شکل 

 

𝝎 = (𝜸. 𝒕) 

𝒕 = 𝟏 

𝝎 = (𝜸. 𝟏) = (𝜸) 

 داریم  OCHدر مثلث 

𝛄 + 𝛃 + 𝛑−∝= 𝛑 

𝛄 + 𝛃 =∝ 



𝛄 =∝ −𝛃 

𝛄( ممکن است 𝛄توضیح اینکه زاویه ) =∝ ∓𝛃 .باشد. بستگی به سرعت هم جهت یا خلاف جهت یکدیگر دارد 

𝑽𝐱𝐀 = 𝐦
𝐬𝐞𝐜⁄  (𝐀)رمحو طول ها در نقطه  سرعت روی 

𝑽𝒚𝐀 = 𝐦
𝐬𝐞𝐜⁄  (𝐀)سرعت روی محور عرض ها در نقطه 

𝑽𝐱𝐁 = 𝐦
𝐬𝐞𝐜⁄  (𝐁)سرعت روی محور طول ها در نقطه 

𝑽𝐲𝐁 = 𝐦
𝐬𝐞𝐜⁄  (𝐁)سرعت روی محور عرض ها در نقطه 

 فرمول اثبات شده آن عبارت است از :

𝐭𝐚𝐧 𝛚 =
𝑽𝐲𝐀.𝐕𝐱𝐁−𝐕𝐱𝐀.𝐕𝐲𝐁

𝐕𝐱𝐀.𝐕𝐱𝐁+𝐕𝐲𝐀.𝐕𝐲𝐁
  

  



 : بحث و اثبات

𝐭𝐚𝐧 ∝ =  
𝑽𝒚𝑨

𝑽𝒙𝑨
 

𝐭𝐚𝐧 𝜷 =  
𝑽𝒚𝑩

𝑽𝒙𝑩
 

𝐭𝐚𝐧 𝜸 =  𝐭𝐚𝐧(∝ –  𝛃) 

𝐭𝐚𝐧 𝜸 =  𝐭𝐚𝐧 𝝎 =  
𝐭𝐚𝐧 ∝ − 𝐭𝐚𝐧 𝜷

𝟏 + 𝐭𝐚𝐧 ∝ . 𝐭𝐚𝐧 𝜷
=  

𝑽𝒚𝑨

𝑽𝒙𝑨
−  

𝑽𝒚𝑩

𝑽𝒙𝑩

𝟏 +
𝑽𝒚𝑨. 𝑽𝒚𝑩

𝑽𝒙𝑨. 𝑽𝒙𝑩

 

𝐭𝐚𝐧 𝝎 =  
𝑽𝒚𝑨. 𝑽𝒙𝑩 − 𝑽𝒙𝑨. 𝑽𝒚𝑩

𝑽𝒙𝑨. 𝑽𝒙𝑩 + 𝑽𝒚𝑨. 𝑽𝒚𝑩
 

 

 3شکل شماره 

( برسد، سرعت زاویه ای Dرضی مانند )( به نقطه ای فBچنانچه متحرک در ثانیه بعدی از نقطه ) 3در شکل شماره 

( مطابق B( و )Dمتحرک در ثانیه بعدی تعریف خواهد شد و فرمول سرعت زاویه ای در ثانیه بعدی بین دو نقطه )

( صادق می باشد. شایان ذکر است فرمول فوق برای هر واحد زمانی به اثبات A( و )Bفرمول ارائه شده بین دو نقطه )

( در نقطه ای n+1t( از منحنی می باشد و در ثانیه )A( در نقطه ای مانند )ntثال متحرک در ثانیه )رسیده است. به طور م

( صادق می باشد و همین طور n+1t( و )nt( می باشد، لذا فرمول اثبات شده فوق بین دو نقطه در واحد زمان )Bمانند )

 می باشد. ( و ... صادقn+2t( و )n+1t( و در ثانیه )B( و )Dبین دو نقطه )

چنانچه سرعت زاویه ای بزرگتر از یک ثانیه را در نظر بگیریم زاویه طی شده به طور متوسط می باشد و سرعت زاویه 

 ای متوسط گزینه جداگانه ای می باشد که در ادامه توضیح داده می شود.

=∝مثال: چنانچه متحرکی روی منحنی در ثانیه اول )
𝝅

𝟒
𝛃دی )( طی نماید و در ثانیه بع =

𝝅

𝟔
( طی نماید. برای به دست 

(𝜷+∝)نمود)  2( را می توان با هم جمع نمود و تقسیم بر 𝛃( و )𝛂آوردن سرعت زاویه ای متوسط، دو زاویه )

𝟐
(. سرعت  

 زاویه ای متوسط به دست می آید.



(
𝝅

𝟒
+

𝝅

𝟔
)

𝟐
=  

𝟐𝟎𝝅

𝟗𝟔
=

𝟓𝝅

𝟐𝟒
  

ه سرعت زاویه ای، با سرعت زاویه ای متوسط متفاوت می باشد و نمی توان از سرعت حال می توان نتیجه گرفت ک

زاویه ای متوسط به سرعت زاویه ای رسید و فقط هرکدام گزینه جدا از هم می باشند. سرعت زاویه ای برای دو نقطه 

( سرعت tn+1( و )tnن بین )متوالی که به فاصله یک ثانیه از یکدیگر قرار دارند به اثبات رسیده است یعنی در زما

زاویه ای به دست می آید. فرمول اثبات شده بر روی منحنی باز، در منحنی بسته نیز صادق می باشد. با ذکر یک مثال 

 می توان صحت فرمول فوق را در منحنی بسته به اثبات رسید. 

( می باشد. سه Rوران ثابت )( متحرکی با سرعت خطی ثابت در حرکت می باشد و دارای شعاع د4در دایره شکل )

 ( را روی دایره در نظر می گیریم. به طوری که A( و )B( و )Cنقطه )

𝑨𝑶𝑪̂ =∝ 𝑨𝑶𝑩̂ و  =  𝜷 

( را در دوثانیه طی می نماید C( تا )A( را در یک ثانیه طی می نماید و از نقطه )B( تا )Aبه طوری که متحرک از نقطه )

برابر  𝑨𝑪̆( و زمان طی شده در قوس ntبرابر )   𝑨𝑩̆ه دوم و یا زمان طی شده در قوس ( در ثانیC( تا )Bیعنی از نقطه )

(n+1t.باشد ) 

∝=
𝝅

𝟑
𝛃 و  =

𝝅

𝟒
 

O A

B

C

X

Y

 

 ( می توان نوشت B( و )Cحال با توجه به مختصات نقاط )

−𝑽𝒙𝑩 =  −
√𝟐

𝟐
 . 𝑽 

𝑽𝒚𝑩 =  
√𝟐

𝟐
 . 𝑽 

−𝑽𝒙𝑪 =  −
√𝟑

𝟐
 . 𝑽 

𝑽𝒚𝑪 =  
𝟏

𝟐
 . 𝑽 

𝛚 = 𝛄 =∝ −𝛃 =
𝝅

𝟑
−

𝝅

𝟒
=

𝝅

𝟏𝟐
 

𝐭𝐚𝐧 ∝ = −√𝟑 



𝐭𝐚𝐧 𝜷 = −𝟏 

𝐭𝐚𝐧 𝝎 =
𝐭𝐚𝐧 ∝ − 𝐭𝐚𝐧 𝜷

𝟏 + 𝐭𝐚𝐧 ∝ 𝐭𝐚𝐧 𝜷
=

−√𝟑 − (−𝟏)

𝟏 + (−√𝟑)(−𝟏)
 

𝐭𝐚𝐧
𝝅

𝟏𝟐
=

𝟏 − √𝟑

𝟏 + √𝟑
 

𝝅  با توجه به اینکه تصویر بردار

𝟏𝟐
𝑽𝒙  در ربع اول می باشد و بردار    𝝅

𝟏𝟐

 منفی می باشد لذا رابطه زیر برقرار می شود.   

𝑽𝒚 𝝅
𝟏𝟐

−𝑽𝒙 𝝅
𝟏𝟐

=  − 𝐭𝐚𝐧
𝝅

𝟏𝟐
= − 𝐭𝐚𝐧

𝝅

𝟏𝟐
= −

𝟏 − √𝟑

𝟏 + √𝟑
 

 

 ت حرکت متحرک در جهت حرکت مثلثاتی باشد جدول زیر صادق می باشد.در صورتی که جه

 ربع چهارم ربع سوم ربع دوم ربع اول 

 x xV- xV- x+V x+Vتصویر بردار متحرک روی محور 

 y y+V yV- yV- y+Vتصویر بردار متحرک روی محور 

 

  



 

 

 

 

 فصل ششم

 

 اولتمرین 
  



 :اول تمرین

حول نقطه  (A)مشخصات زیر در جهت دایره مثلثاتی در حال دوران می باشد و نقطه با  (O A)و  ('O O)دو رابط 

(O)  2(با سرعت زاویه ای ثابتω(  در دوران می باشد و نقطه(O')  حول نقطه(O)  با سرعت زاویه ای ثابت)1ω(  در

 حال دوران می باشد 

 

                                ω =2.1 ω 2سرعت زاویه ای ثابت 

O O' = a  OA = 2.a 

 مطلوب است :

 OV? = 'سرعت خطی :     -1

  A(V(?=سرعت خطی  -2

 . 36براساس فرمول صفحه  (t+1)و  (t)در زمان بین  (O' A)سرعت زاویه ای مربوط به رابطه  -3

 حل : 

Vo' = O O' * ω 1 = a. ω 1  Vo' = a. ω 1  

VA = O A * ω 2 = 2.a. ω 2  VA = 2.a. ω 2 

= cte 1= C 1 ω 

= cte 2= C 2 ω 



 

 (X)نسبت به محور مثبت  (A)و میدانیم زاویه حرکت نقطه  )ω = 2. 1 ω 2(نیم رابطه دو سرعت زاویه ای عبارت است از می دا

برابر  (O'OA)تشکیل می دهد . بنابراین همواره زاویه  (2α)زاویه  (X)نسبت به محور مثبت  ('O)می باشد و نقطه  (α)زاویه 

)α(  خواهد بود. زاویه)α(  است که نقطه ، زاویه ای(A)  1.در واحد زمان طی می نماید ، بنابراین)α.t=α=2 ω(  و همینطور در

را  )α(، زاویه  (A)د زمان نقطه . در واح )α.t =2α=2.1 ω.(1.را در واحد زمان طی می نماید یعنی  2)α(، زاویه  ('O)مورد نقطه 

 احد زمان .را طی می نماید در همین و (2α)زاویه  ('O)طی مینماید و نقطه 

می توان  (β)خواهد بود و لذا برای بدست آوردن زوایه  (β)طی می نماید برابر زاویه  ('O)نسبت به نقطه  (A)زاویه ای که نقطه 

 از رابطه زیر استفاده نمود : 

tgβ = y' = 
𝑉𝑦𝐴 − 𝑉𝑦𝑂′

𝑉𝑥𝐴 − 𝑉𝑥𝑂′
 =  

𝑉𝐴.𝐶𝑜𝑠∝  − 𝑉𝑂′.𝐶𝑜𝑠2∝

𝑉𝐴.𝑆𝑖𝑛∝ − 𝑉𝑂′.𝑆𝑖𝑛2∝
=

2𝑎𝜔2𝐶𝑜𝑠∝ − 𝑎𝜔1𝐶𝑜𝑠2∝

2𝑎𝜔2𝑆𝑖𝑛∝ − 𝑎𝜔1𝑆𝑖𝑛2∝
 

 میتوان نوشت )ω = 2. 1 ω 2(با داشتن 

tgβ = y' = 
2.𝑎.𝜔2.𝐶𝑜𝑠 ∝ − 2.𝑎.𝜔2.𝐶𝑜𝑠2∝

2.𝑎.𝜔2.𝑆𝑖𝑛 ∝ − 2.𝑎.𝜔2.𝑆𝑖𝑛2∝
=

𝐶𝑜𝑠∝ − 𝐶𝑠𝑜 2∝

𝑆𝑖𝑛 ∝ − 𝑆𝑖𝑛 2∝
 

tgβ = y' =
𝐶𝑜𝑠∝ − 𝐶𝑜𝑠 2∝

𝑆𝑖𝑛 ∝ − 𝑆𝑖𝑛 2∝
 

 = ω =β.t)را بدست آورد . یعنی  ('O)و  (A)می توان سرعت زاویه ای مربوط به دو نقطه  (β)اینک با مشخص شدن زاویه 

β.1)  اما این سرعت زاویه ای در هر لحظه متغیر می باشد بدلیل آنکه زاویه(β)  در لحظه(t)  با زاویه(β)  در لحظه(t+1)  متفاوت

 .خواهد بود 

 

 را بدست آورد . (O'A)طول  (O'OA)می توان از مثلث  (O'A)اینک برای بدست آوردن 

 را می توان بدست آورد . (O'A)داریم ، دو ضلع و زاویه بین مشخص می باشد ، بنابراین طول  (O'OA)مثلث  در

(O'A)2 = (O'O)2 +(OA)2 – 2(O'O).(OA).Cos α 

(O'A)2 = a2 + (2a)2 – 2 (a).(2a).Cos α 

(O'A)2 = 5a2 – 4a2 Cos α = a2(5 - 4 Cos α) 

O'A =  a √5 − 4 𝐶𝑜𝑠 ∝   



 

 

 

 

 فصل ششم

 

 دومتمرین 
  



 

 : دوم تمرین
در دوران می  )1ω(با سرعت زاویه ای ثابت  (O)حول نقطه  (A)مطابق شکل بهم متصل می باشند. نقطه  (OA)و  (AB)دو رابط 

 در دوران می باشد. )2ω(با سرعت زاویه ای ثابت  (A)حول نقطه  (B)و نقطه باشد 

 

 

 

 

 

 

 

 

VxoA= VoA.Sin α  VxAB= VAB.Sin 3α 

VyoA= VoA.Cos α           VyAB = VAB.Cos 3α 



 

 ω2 = 2ω1    ,   OA = AB = a 

 (O)حول نقطه  (B)نقطه و سرعت زاویه ای  oAV  ،= ?AB V   ،= ?B oV ? =مطلوب است سرعت خطی 

VoA = ω1.a  ,  VAB = ω2 . a = 2.ω1.a 

𝑉𝑜𝐴         حل : = √(𝑉𝑥𝑜𝐴)² +  (𝑉𝑦𝑜𝐴)²  =

 √(𝑉𝑜𝐴. 𝑆𝑖𝑛 ∝)² + (𝑉𝑜𝐴. 𝐶𝑜𝑠 ∝)² 

𝑉𝐴𝐵 = √(𝑉𝑥𝐴𝐵)² + (𝑉𝑦𝐴𝐵)²  =  √(𝑉𝐴𝐵. 𝑆𝑖𝑛 3 ∝)² + (𝑉𝐴𝐵. 𝐶𝑜𝑠 3 ∝)² 

𝑉𝑜𝐴

𝑉𝐴𝐵
=

𝜔1.𝑎

2.𝜔1.𝑎
=

1

2
⇛VAB = 2VoA 

 ω = β.t = β.1در واحد زمان                   (β)عبارت است از زاویه  (o)حول نقطه  (B)اویه ای نقطه سرعت ز

tan(β) = 
𝑉𝑦𝐴𝐵 ± 𝑉𝑦𝑂𝐴

𝑉𝑥𝐴𝐵 ± 𝑉𝑥𝑂𝐴
 

 بستگی به جهت سرعت ها در دایره مثلثاتی دارد .  (±)علامت

 ( استفاده نمود .36می توان از فرمول صفحه ) (t+1)و  (t)یه بین زمان برای محاسبه سرعت زاو

  



 

 

 

 فصل ششم

 

 سومتمرین 
  



 :تمرین سوم 
 (ω1=cte)دارای سرعت زاویه ای  (O)حول نقطه  (A)مطابق شکل دارای حرکت دورانی است . نقطه  (OA , AB , BC)سه رابط 

دارای سرعت زاویه ای  (B)حول نقطه (C)می باشد ، نقطه  (ω2=cte)زاویه ای  دارای سرعت (A)حول نقطه  (B)میباشد . نقطه 

(ω3=cte)  میباشد . با توجه به روابط زیر سرعت زاویه ای نقطه(C)  را نسبت به نقطه(O) : در ثانیه اول بدست آورید 

ω1=∝ , ω2=2ω1 , ω2=2α , ω3=3ω1 , ω3=3α 

OA = AB = BC = a 

 

در یک امتداد خطی قرار گرفته باشند و در لحظه  (O,A,B,C)نقاط  (t=0)ی نمائیم در هنگام دوران و در لحظه حل : ابتدا فرض م

(t=1)  نقاط(A)  به(A1)  و(B)  به(B1)  و(C)  به(C1) . منتقل شوند 

 خواهد بود . (β)بر زاویه برا (t=1 , t=0)در ثانیه اول یعنی بین زمان  (O)نسبت به نقطه   (C1)بنابراین سرعت زاویه ای نقطه 

 = tan βرا بدست آوریم و سپس از رابطه )  (C1)کافی است مختصات نقطه  (β)حال برای بدست آوردن زاویه 
𝑌𝑐1

𝑋𝑐1
 (β)( زاویه  

𝐶1 𝑋𝑐1        را بدست آورد.
𝑌𝑐1

 

Xc1 = OL = OH + HN + NK + KM+ ML  

OH = a .Cos α 

HN = a1 .Cos α 

NK = a2 .Cos α       HN + NK = (a1+a2) Cos α = a Cos α  

KM = a3 .Cos 2α 

ML = a4 .Cos 2α       KM + ML = (a3+a4) Cos 2α = a Cos 2α 

XC1=OL=a .Cos α + a Cos α + a Cos 2α = 2a Cos α + a Cos 2α 

XC1 = a (2 Cos α + Cos 2α) 

a 

a 

H 



 (OHA1)از مثلث  (C1L)را بدست آوریم . بنابراین برای محاسبه اندازه  (C1L)بایستی  C1(Y(دن بدست آور اینک برای

𝐴1 𝑋𝑎1بنابراین مختصات نقطه  A1(A1H = Y(را بدست می آوریم  A1Hاندازه 
𝑌𝑎1

 مشخص می باشد . 

را در  (OK)می توان نوشت سپس طول  را (A1B1)معادله خط  (π-α)و ضریب زاویه خط  (A1)حال با داشتن مختصات نقطه 

 بدست آید . (B1)قرار داده تا عرض نقطه  (A1B1)معادله خط 

𝐴1  
𝑋𝑎1 =  𝑂𝐻

𝑌𝑎1 =  𝐴1𝐻
 

𝐵1 
𝑋𝑏1 =  𝑂𝐾

𝑌𝑏1              
 

C1(X س طول بدست می آید . سپ  (B1C1)می توان معادله خط  α(2(زاویه خط  و ضریب (B1)اینک با داشتن مختصات نقطه 

= OL)  را در معادله خط(B1C1)  قرار می دهیم تا عرض نقطه(C1)  بدست آید . حال با مشخص شدن طول و عرض نقطه

(C1)  زاویه)β(  نیز معلوم خواهد شد و با مشخص شدن)C1(Y  و)C1(X  می توان نوشت𝑡𝑎𝑛 (𝛽) =
𝑌𝑐1

𝑋𝑐1
و در این صورت  

در ثانیه دوم بخواهیم بایستی مسئله را از  (O)را نسبت به نقطه  (C1)چه سرعت زاویه ای نقطه معلوم می گردد. چنان (β)زاویه 

 اول بصورت 

ω1=2α , ω2=4α , ω3=6α 

بدست آوریم بایستی  (n) در ثانیه (O)را نسبت به نقطه  (C1)حل نموده و چنانچه در این مسئله بخواهیم سرعت زاویه ای نقطه 

 .حل نمائیم ω1=n.α , ω2=n(2α) , ω3=n(3α)  مسئله را از اول بصورت

 =ω1                                                               حالت خاص :                         
241𝜋

6
 =40π + 

𝜋

6
 = 20(2π) 

+ 
𝜋

6
 

ω2= 2 ω1 =
482𝜋

6
 = 80π + 

2𝜋

6
 = 80π + 

𝜋

3
= 40(2π)+ 

𝜋

3
 

ω3= 3 ω1 =
723𝜋

6
 = 120π + 

3𝜋

6
 = 120π + 

𝜋

2
= 60(2π)+ 

𝜋

2
 

a = 10 cm 

OH = 10 X Cos 
𝜋

6
 = 

10√3

2
 = 5√3 

HN+NK =  a .Cos α = 
10√3

2
 = 5√3 

KM+ML =  a .Cos 2α =10 Cos 
𝜋

3
 = 10 X

1

2
 = 5 

XC1 = OL = 5√3 + 5√3 + 5 = 10√3 + 5 

𝐴1  
 𝑂𝐻 = 5√3                    

𝐴1𝐻 =  10 𝑆𝑖𝑛
𝜋
6  =  5

 

𝐴1 با داشتن مختصات نقطه   5√3 
5     

 نوشت  tan(π-α)را با ضریب زاویه  (A1B1)می توان معادله خط 

M = tan (π- 
𝜋

6
 )= -tan 

𝜋

6
 = 

−√3

3
 



Y-Y1 = m(X-X1) Y-5 = 
−√3

3
 (X−5√3) 

Y- 5=
−√3

3
𝑋 + 5 =

−√3

3
𝑋 + 5 

Y= 
−√3

3
 X+5 + 5 =

−√3

3
𝑋 + 10 

 

 بدست می آید یعنی : (B1)عرض نقطه  (A1B1)در معادله خط  OK=10B1(X=3√(با قرار دادن طول نقطه 

Y=
−√3

3
.(10√3)  + 10 = −10 + 10 = 0 

YB1=0  B1 10√3
0      

 

 را نوشت  (B1C1)میتوان معادله خط  m=tan(2α)ضریب زاویه و  (B1)اینک با داشتن مختصات نقطه 

m = tan ( 
2𝜋

6
 )= tan 

𝜋

3
 =√3 

Y+0 =√3(X-10√3) = √3X-30 

Y=√3X-30- 0 =√3.𝑥−30 

 بدست خواهد آمد (C1)در معادله فوق , عرض نقطه  (C1)حال با قرار دادن طول نقطه 

XC1=OL=10√3+5  ,  Y=√3 (10√3 +5) - 30 = 30+5√3 - 30 

Y=0 + 5√3     ,  YC1= 0 +5√3 

 را بدست آورد (β)می توان از رابطه زیر زاویه  (C1)اینک با بدست آمدن مختصات 

tan(β) = 
𝑌𝑐1

𝑋𝑐1
=

0+5√3

10√3+5
=

5√3

10√3+5
=

50 ∗ 3 −25√3

300 − 25
=

150−25√3

275
 

tan(β) = 0/3879 

 

 حالت خاص مسئله فوق را با شکلهای زیر در ثانیه اول و در ثانیه دوم حل نمائید 

a = 10 cm 

ω1= 
241𝜋

6
           ω2= 

482𝜋

6
           ω3=

723𝜋

6
 

 حال خاص مسئله فوق را با شکلهای زیر در ثانیه اول و در ثانیه دوم و با مفروضات زیر حل نمائید 

OA= 4a = 40cm  ω1= 
𝜋

12
 

AB= 2a = 20cm  ω2= 
𝜋

6
 

BC= a =10cm  ω3=
𝜋

3
 



  



 


